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1.

Inleiding-

De Gumbelverdeling is een van de drie limietverdelingen die bruikbaar

zijn voor de beschrijving van de kansverdeling van extreme waarden.

Onder een extreme waarie wordt dan verstaan, het maximum van een

steekproef van N onafhankelijke trekkingen uit een willekeurige ver-
deling. De drie limiet-verdelingen wcrden uitgebreid behandeld docr
Gumbel [1]. In de praktijk is gebleken dat in vele gevallen de Gumbel-
verdeling ook uitstekend voldoet vcor de beschrijving van de kansver-
deling va~ het maximum van een continue stochastische functie binr.en
een gegeven tijdvak. Speciaal voor neerslag wordt de Gumbelverdeling
veel toegepast, de grootheid die men hierbij dan bestudeert is
bijvoorbeeld de maximale dagsom per jaar. Het is de bedoeling van dit
rapport om een aantal theoretische begrippen en formules oy een over-
zichtelijke manier bij elkaar te zetten. Verder worden de op het KNMI

aanwezige hulpmiddelen kort besproken.

Theorie

2.1. De verdelingsfunctie

De verdelinrssfunctie van de Gumbelverdeling wordt in het algemeen

als volgt genoteerd,

T(x): Exp(— Q:x.p(-d-("'-'“-))) (2.1)

hierin ziin & en w respectievelijk de locatie=en de schaalpara-
meter van de verdeling. De variabele a is he' maximum van de
steekproef en F(x)gr-ft de onderschrijdinrskans.

Voor het gemiddelde en de variantie van =x gelden de volgende

relaties;

3?.=u.+b//ok

(y=-511216¢0) (2.2)

en

Ou= T2/ (6a?) (2.3)



Het is gebruikelijk om een standaardvariabele Z in te voeren,

zz oL (x-u), (>.4)
deze variabele z wordt in veel relcoties gebruikt en is via
(2.1) op éen-€éenduidige manier zekcppeld aan de onderschrij-

dingskans,’

2.2. Herhalingsgetal J.
De zeldzaamheid van eer gegeven maximum wordt vaak uitgedrukt
in de gemiddelde lengte van het tijdsinterval tussen twee over-
schrijdingen van het gegeven maximum. Aangezien de maxima die
worden bestudeerd in vele gevallen maxima zijn over tijdvakken
die slechts eenmaal per jaar voorkomen wordt dit getal vaak uitge-
drukt in jaren. Men spreekt dan cus van een maximum dat slechts
eens in de J jaren zal worden.overschreden. Dit herhalingsgetal
is één-éﬁnduidig gekoppeld aan de onderschrijdingskans F(x)en de

standaardvariabele 2 via de volgende relaties:

J (%)

1/ (1 - F ) (2.5)

J(2)

1/ (1 - exp(-exp(-2))) (2.6)
2.3. Risico R
Bij het ontwerp van een installatie is het vaak zinniger on te
srreken over het risico dat men loopt dat de installatie tijdens
zijn levensduur door een catastrofe zal worden beschadigd dan te

stellen dat de installatie gemiddeld eens in de J jaar (met J veel

groter dan de levensduur) zal worden beschadigd.



Stel nu dat een installatie doosr het overschrijden van een
grens xgonherstelbaar wordt beschadigd dan ie het risico
RN(:L&) dat dit binnea een tijdvak van N jaren zal rebeuren

als volgt gerelateerd aan de onderschrijdincskans

N
Rylxg)= 1 - (F(xy)) (».7)

of aan de st-ndaardvariatele 2

N

-2 \

-2 4
R lxg)= 1 - (% 2]

met Adus zﬁ.- ol ('x.g— wy.

Het herhalingsgetal J en het risico R

als volgt met elkaar vertonden

N
Rulxg)= 2 - (2-1/3(xy)) (2.9)

2.4, Enice voorbeelden van voorgaande formules

Stel dat de jaarlijks maximale 24 uursom recerslag een Gumbel-
verdeling volgt met de parameters

W2 30 mm , o=z 01 vw

Bij een maximum van 60 mm hoort dan dus een 2 waarde

2:01(60-30) = 3
zie (P.h)
De onderschriidinrskans dier hierbij hoort is

-3
Q(}_&.(éo\nm):-—\:(_Z) = C“e £ .35\

zie (2.1)

Het herhalingsgetal J is

Je v /(2-0,981) = 20,6 zie (2£-2.6)
dit betekent dat we verwachten dat remiddeid é&n van de 20.6
jaren een maximum 24 uursom zal hebhen groier dan 60 mm. Het

risico op overschrijding van A0 rm» binnen 10 jaar is dan

y
_3\10

/Rio (60): i - (:e—O_ ) =0, 39 zie (2.8)



oftewel er is cen kans van 39% dat binnen tien jaar een maximum

groter dan 60 mm optreed-.

2.5+ Schatten van de parame<s-rs

In de praktijk zijn veelsl de parameters van de verdelin~ niet
bekend, Dewze parameters zal rien dosn or grond van een steekproef
van N maxima moeten schazten. In de literatuur zijn vele schrt-
tingsnethoden voor de pearameters - an .le Gumbelverdeling te vinden.
Voor grote N is de maximum-likelyhood methode de meest ~angewezen
schattingsmethode. Deze nethode caat echter bij kleine N ~yste-
m~rtisch fout schatten. Fen gunstir alternatief vormt de scrattin s-
mothode voleens Kimball (Gumbel (1] p.234). Door Sneyers [?] is
aanretoond dat deze methode voor srote N (N ) 30) praktisch net

7o e"fectief is als de maximum-lik~lyhood methode.

De parameters worden als volgt geschat

213 Xy ey %y de steekprcef van de maxima en x:ng x: de geordende

steekrroef dan schatter we & volgens

/R = cy (E A - X.T') (2.10)

ns

waarin 3? de gewichtsfactoren wasrvoor ~eldt,

- N -
qn = |- ;“ A 1/N (2.11)

en Cy €71 rorrectiefactor die alleen afhankelijk is van N. 3neyers
[2:] geeft voor c, eer benaderingsformule welke bruikb-aar is

voor N ) 7. De parameter w wordt dan vervolgens geschat met,

N
W= 12 X, + X/& (2.12)

N n=t



In het verleden zijn, ook binnen het KNMI, meerdere schattings~

methoden in gebruik geweest. Vanaf heden zal door het Statistiseh

Bureau alleen de Kimball methode, zoals hiervoor beschreven,
worden gebruikt. Dit vereenvoudigt het onderling vergelijken var

resultaten, In voorkomende fgevallen zullen ouvde resultaten worden

aangepast.

Betrouwbaarheidsbanden

Het_%q¥&¢n dat de parameters ® en w uit de tteeknroef worden ge-
schat houdt tevens in dat de geschatte waarden niet exact gelijk
zullen zijn aan de werkelijke waarden. Op grond van maximum
likelyhood ‘theorie kan men aangeven binnen welk interval de
werkelijke waarden van o en w zullen liggen. Deze betrouwbaar-
heidsintervallen »ijn slechts geldig voor moximum likelyhood
schatters. We kunnen ze in de praktijk ook gebruiken voor Kimba:1l
schatters voor N ) 20, voor kleinere N moeten we deze intervallen
slechts beschouwen als ean eerste orde schrtting. Voeren we de

volgende grootheden in

(2.13)
suw = 2,06 /&
dan kunnen we stellen, bij een steekproefgrootte van N, dat de
werkelijke & en w met 95% zekerheid binnen de intervallen
"~ n
(ot ~AO(/\/;1— 5 o + Ao(./\h?)
(2.14)

(&-Au/%?,&-+am/%:j

zullen ligcen.,



N ~ o .
De onzekerheid in o &1 M houdt -evens in dat we slechts met een

gegeven onzekerheid 4o x behorend vij een gegeven z kunnen schatten
en omgekeerd eveneenc 3e 2 bhohorend Yij een gegeven x. Voeren we nu

de volgende grootheden in:
n A, A
Z(x)= & (x- W), (2.15)

de schatting'van z hehorznd bij pepgeven x en

A

x(2) = z/& + W, (2.16)

de schatting van x behor nd bij gegever z.

En verder de grootheden

8,(2)= ;,36\/(,@:»8.7.1 +.,814.2 +1,109) (2.17)
8.() 8,(2)/ & 2.18)

Dan geldt, bij steekproefgrnottie iy Int de werkeliike Z en x met

95% zekerheid in de in-erval en

(2 - Az(’iu)‘)/\lﬁ' > 200 010’:(1))/\{?) (2.19)

(‘1(2.) - A.,_L:.)/V—N—], ';.(7.) + A,‘(1>/\J? >

zullen liggen.



Voorbeelden:

Stel dat de parameters van de voorbeelden uit 2.h, geschat zijn uit

een steekproef van honderd waarnemingen. Dan vinden we voor het be-

. - n
trouwbaarheidsinterval van

(0,1 - 1,55*@1/@' 0,1 + ‘1,53*0,1/\(70?} = (0,085 , o,us)
en voor het betrouwbasrheidsinterval van % vinden we {(27.4, 32.6).
Verder is bijv. x behor-nd uij een herhalinesgetal van 100 jaar ofte

&(Z:‘I.G,J=1OOS= "\.e 0.\ + 30 = 'ZG Yo 3

de Aax is dan

oX = 1.96 \/@.Go&*(_q.(:)z' +o.54%4b + ;.\og) /o.t = ‘18 Yo,

Dus het betrouwbaarheidsinterval van x 35 can (6€, 8%), Bij een neer-
slaghoogte van 60 mm hoort volgens (2,L) een 2 -waarde van 3 er een
herhalingsgetal J = 20.6. Toepassing van (7.17) levert voor 2 efen
betrouwbsnrheidsinterval van (2,44, %.56), "it komt overeen nm. + een

betrouwbaarheidsinterval van (12, 36) voor net hechalinrsgeta™ J.

2.7. Aanpassincscriteria

Indien men de Gumbelverdeling aanpast s2an een perseven steekproef
dan zal men ook moeten nagaan of de grgeven steekproef afk-mstig
kan zijn uit een Gumbelverdeling. In het aljeme=n ~“ruik* men
hiervoor een aanpassingstoets, De meest bekonde aarpassingstoets

3 z 3 s . .

is de X -toets die echter bij kleine tteekproeven conbruikbaar wordt.

In het algemeen zullen we bij N < 5N de Kuipertonts hanteren en voor

2
N» 50 de A" -toets. (zie ook Kruizin-s (3] ).



<

Len visuele irdruk var de ~~rpasains van de gegevens asn de Gumbel-

vardeling kan verkregen worder Adoor de geordende steekproef u:,nu-

>

- . . . . . .
X,y Op lineair grafiekenrsrier wit te zotten teren de medirnen van de

bijhehorende z-waarden,

2, el = - n (- Rw (".‘..i))

N+.Y4 (P.PO)

en 1in deze figfuur nok de rechte 1iin

~

~ IS
xK = 7./0(. - A

op te nemen,

De pun:~n hnren dan redeli ik bii de 1ijr -an te sluiten.

%« Hulpmiddelen

Op het KNMT zijn een aantal hulpmiddeler =anwezig 'ie we hier kort

zullen becsnreken,

2.1,

Nomogram (z, F(z), 84(r), J, 7, & ).

R R R
S 10T 20 Ts0 100
40als uit de voorganande formules bliZkt bestaat er tussen de pr -t-
heden z en respectievelijk F(rn), a,(z), J(z), R () een &én-&7n uidige
Il
relatie. %e hehhen deze relnties n aan nomogram vostgelepd, Dit

nomogram is in figuur 1 afgeb~eld,

Wangproecramma's=

a. Progromma 17,02, Gurbelasnnassny
Het programma berekent. na irvoe- van e steekpreoefusarden, do
. o ~ 4 . ' .
sch=ttinger van & ~n w nn Re Kiiperafotand wNN ve-r Ae Kniper-
toets,

Op 2anvraag wordt daarnn een 1ijst van z-waarcer uit-enrin: met

bijrehorende x-waarden en hun “e‘rouwbaarhei’sirterval.



Verder eveneens op aanvraag een lijst met de pgeordende steekproef

met bijbehorende wamrde van 2 (zie 2.20)
med ,n

be. Programma 12.01, Gumbelformules,

Door het oproepen van bopaalde functies k-n men met dit programma

een aantal grooth-den berekenen, Ws geven hier een kort overzicht:

Functie

00
01
02

03
ol

06

07
08

.09

10

Rerekende Invoer

srootheid

Fo(2) 2z

2 (F) F

J (2) 2

2 (J) J

¥ (2) 2

z 7% ¥

RN((Z) N,2

2 (Ry) Ry

8,(2) 2

® met betrouw- &,0,n,2
brarheidsintervsl

2 en 3 mat re- &,&.,N,x

itrrvwiararh ids-

in*ervallen

Voor inlichtingen wordt rarvezer naar de handleiding.

Opmerking. Voor kleine Z-waarien k- men de J-waarden zeer dichtbij één

te liggen echter ze worden nooit kleiner dan één. Het is logischer om

. *
voor deze kleine 2-waarden met eecn J° te werken. Deze ceeft asn dat

. ¥, . , .
slechts eens in de J jzar een maximum Xleiner dan de gepeven 2 zal op-

tredene.



3.3+ Burroughsn.oprramma Gunbel

Dit vprogr:sama doet in feite hetzelfde als het Wangprogramma Gumbel-

aanpassing. Het levert ook dezel®de gerevens af.
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